
Tutorat de Mathématiques

Tutorat 1: Equation des films minces

On s’intéresse aux propriétés d’une équation aux dérivées partielles décrivant la relaxation des films minces
purement visqueux.
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Figure 1: Schéma

Dans le cadre de l’approximation de lubrification, l’évolution spatiotemporelle de l’épaisseur h(r, t) d’un film
liquide mince posé sur un substrat plan (voir Fig. 1) est régie par l’équation ci-dessous:
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où � désigne la tension de surface liquide-air, ⌘ la viscosité dynamique du liquide et � = r2 l’opérateur laplacien
scalaire. Afin d’obtenir cette équation, les e↵ets liés à la gravité ainsi que les e↵ets inertiels ont été négligés, les
conditions aux limites ont été choisies de non-glissement au substrat et de non-contrainte à la surface libre, et
enfin les pentes de la surface ont été supposées faibles à tout instant.

I Recherche bibliographique

1. E↵ectuer une recherche bibliographique précise et bien documentée sur l’équation des films minces (thin
film equation). Cela veut dire présenter un petit nombre d’ouvrages, articles et articles de revue judicieusement
choisis et résumer leur contenu en quelques mots.

II Equation des films minces

2. A l’aide de la bibliographie, donner une démonstration rigoureuse de l’équation des films minces.

Afin de simplifier les calculs, on choisit de limiter l’étude à une dimension. Le problème est alors supposé
invariant suivant la direction y, de sorte que h(r, t) = h(x, t).

3. Montrer que l’équation (1) devient:
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où “ 0 ” signifie la dérivée spatiale.

4. Adimensioner l’équation (2) et absorber les facteurs numériques. On notera h0 l’épaisseur du film à l’équilibre.

5. Montrer qu’en linéarisant l’équation obtenue autour de l’équilibre on obtient une équation de la forme:
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où ⇣ est le déplacement adimensionné de la surface libre par rapport à l’équilibre. Commenter.

III Conditions aux limites et unicité des solutions

On considère maintenant le problème aux limites que constitue l’équation (3) avec:

⇣(x, t = 0) = f(x) x 2 R avec

Z
dx f(x) < 1 (4)

lim
x!±1

⇣(x, t) = 0 pour tout t . (5)

6. Comment appelle-t’on ce type de conditions aux limites ?

7. Démontrer l’unicité des solutions de ce problème.
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IV Solution générale

8. Discuter brièvement de l’existence de solutions de l’équation (3).

9. Montrer que la fonction de Green de l’opérateur linéaire décrivant l’équation (3) s’écrit:

G(x, t) =
⇥(t)

2⇡

Z
dk e�k

4
teikx , (6)

où ⇥ désigne la fonction d’Heaviside.

10. Donner sous la forme d’un produit de convolution la solution au problème posé en partie III.

V Solutions auto-similaires

11. Donner quelques examples de problèmes physique admettant des solutions autosimilaires1.

On cherche maintenant des solutions autosimilaires de l’équation (3) de la forme ⇣(x, t) = t↵f(u) avec u = xt� .

12. Déterminer les valeurs de ↵ et �. Commenter.

13. Donner l’équation di↵érentielle ordinaire vérifiée par f(u). La résoudre à l’aide d’un logiciel de calcul formel,
puis représenter la solution.

14. En posant le changement de variable u = xt� , q = kt�� , montrer que la fonction de Green peut s’écrire
sous la forme G(x, t) = t�⇥(t)�(u) où �(u) est une fonction à determiner.

VI Solution asymptotique intermédiaire et universalité

15. Dans le cas où
R

dx f(x) = M0 6= 0, montrer que (t�M0)�1⇣(x, t) converge uniformément2 par rapport à
la variable t vers �(u).

16. Discuter des termes solution asymptotique intermédiaire et universalité à la lumière de la réponse à la
question précédente.

17. Représenter à l’aide d’un logiciel de calcul formel l’évolution d’une condition initiale f(x) de votre choix,
ainsi que la convergence de la solution correctement normalisée vers la solution intermédiaire asymptotique en
variable u.

VII Un peu de physique

18. Discuter de l’analogie que existe entre cette étude de l’équation des films minces et l’étude de l’explosion
atomique par G. I. Taylor. On pourra à cet e↵et s’aider de l’introduction de l’ouvrage de Barenblatt fournie en
annexe. Citer d’autres examples.

19. Montrer en utilisant l’équation (2) que l’énergie initialement disponible sous forme d’énergie de surface est
intégralement dissipée sous forme visqueuse pendant la relaxation. Discuter de la validité du résultat obtenu à
la question 15. pour les solutions l’équation (2).

20. Question bonus Démontrer que pour tout u 2 R on a:
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où la fonction hypergeometric de classe (0, 2) est définie par:
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et où (.)
k

est la notation dite de Pochhammer signifiant la factorielle croissante.

1Autosimilaire = qui conserve sa forme par une transformation simple des variables d’espace et de temps.
2On rappelle qu’une fonction de deux variable g(x, y) converge uniformément par rapport à la variable y vers la limite l(x) si et

seulement si lim
y!1 ||g(x, y)� l(x)||1,x

= 0, où ||...||1,x

= sup{|...|, x 2 R}.














