
Tutorat de Mathématiques

Tutorat 3: Percolation

On s’intéresse à la description probabiliste du phénomène de percolation sur réseau, ainsi qu’à la di↵usion
dans un système désordonné.

I Travail préliminaire

1. Lire le texte en annexe, puis présenter succinctement quelques exemples pratiques de percolation.

II Vocabulaire

Considérons un réseau de taille infinie pour lequel les sites peuvent être occupés avec une probabilité p, ou
inoccupés avec une probabilité 1� p. On appelle amas de masse s tout ensemble de s premiers voisins occupés.

On appelle seuil de percolation la probabilité p = pc au delà de laquelle il existe un amas percolant, c’est à dire
un amas rejoignant les extrémités du système.

On définit également la taille caractéristique des plus grands amas ⇠, la fraction des sites dans l’amas infini ou
paramètre d’ordre P, et enfin la masse moyenne des amas finis M. On note ⌫, � et � leurs exposants critiques
respectifs au voisinage du seuil de percolation:

⇠ ⇠ | p � pc |�⌫ (1)

P ⇠ | p � pc |� (2)

M ⇠ | p � pc |��
. (3)

III Percolation à une dimension

Afin de bien poser les bases et le vocabulaire, on étudie dans un premier temps le cas trivial d’un réseau infini
à une dimension (voir Fig. 1).

s = 3 s = 2s = 1

Figure 1: Réseau 1D. Les sites occupés sont signalés en rouge.

2. Montrer que la probabilité ⇡(s) qu’un site quelconque appartienne à un amas de masse s s’écrit:

⇡(s) = s p

s(1 � p)2 . (4)

3. En déduire que la densité n(s) des amas de masse s (c’est à dire le nombre d’amas de mass s par site) s’écrit:

n(s) = p

s(1 � p)2 . (5)

4. Que vaut ici le seuil de percolation pc ?

5. Afin d’étudier plus précisément le comportement critique au voisinage de pc, on pose p = pc � " avec " ⌧ 1.
Montrer que l’on a:

n(s) ⇠ "

2
e

�s"
. (6)

puis déterminer la valeur de l’exposant critique ⌫.

6. On définit communément la masse moyenne des amas finis par la relation M =
P1

s=0 s ⇡(s). Montrer que
l’on a:

M ⇠ "

2
1X

s=0

s

2
e

�s"
, (7)

puis déterminer la valeur de l’exposant critique �. On pourra penser à transformer la somme discrète en une
somme continue.
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7. Que dire de l’exposant critique � ?

IV Percolation à deux dimensions

On s’intéresse dans un premier temps au cas du réseau carré (voir Fig. 2).

s = 2s = 1

s = 4

s = 4

s = 4

Figure 2: Réseau carré.

8. Montrer que la probabilité ⇡(s) qu’un site quelconque appartienne à un amas de masse s s’écrit maintenant:

⇡(s) =
X

t

s p

s(1 � p)tgst , (8)

où t est le nombre de sites vides encadrant l’amas de taille s, et gst est facteur de dégénérescence dont on donnera
le sens. On pourra traiter les cas s = 3 et s = 4 en guise d’exemple.

A ce jour, on ne sait pas calculer analytiquement le facteur gst. Nous allons donc regarder un réseau particulier,
dit de Bethe, dont la topologie nous permettra d’aller plus loin dans l’étude de la percolation à deux dimensions
(voir Fig. 3). Le réseau de Bethe est un réseau arborescent, c’est à dire qu’il existe un unique chemin reliant deux
sites donnés du réseau. Le réseau de Bethe n’est défini que par sa coordinence z, il n’a pas de métrique et donc
le calcul de la quantité ⇠ n’a aucun sens. Enfin, étant donné un site du réseau, on appelle branche l’ensemble
des sites qui lui sont connectés par l’un de ses z bras.

z = 3 z = 4

Figure 3: Réseaux de Bethe.

Il est nécessaire ici de poser à nouveau la définition de percolation: on dit d’une branche du réseau qu’elle percole
dès lors que son premier site est occupé et qu’elle porte un amas infini.

9. Etablir une relation polynomiale sur la probabilité Q qu’une branche ne percole pas faisant intervenir p et z.

10. Dans le cas z = 3, déterminer la fonction Q(p) puis la tracer pour p 2 [0, 1].

11. Dans le cas général, montrer que le seuil de percolation est donné par:

pc =
1

z � 1
. (9)

Pour ce faire, on pourra développer la relation obtenue à la question 9. au voisinage de pc.

12. La paramètre d’ordre pouvant être vu comme la probabilité qu’un site appartienne à l’amas infini, déterminer
l’expression de P en fonction de Q, z et p.

13. Déterminer l’exposant �. On pourra à nouveau utiliser le développement au voisinage de pc de la relation
obtenue à la question 9.



14. Montrer que la masse moyenne M de l’amas porté par un site se met sous la forme:

M = p

✓
1 +

zp

1 � p(z � 1)

◆
. (10)

On pourra dans un premier temps chercher à calculer la masse moyenne de l’amas porté par une branche.

15. Déterminer l’exposant �.

V Point critique et invariance d’échelle

Au point critique p = pc, les systèmes de percolation sont invariants d’échelle ou fractales. C’est à dire qu’aucune
échelle ne caractérise le système, ou encore que les propriétés du système seront les mêmes quelle que soit la
“distance” à laquelle on se place pour l’observer (voir Fig. 4).

Figure 4: Simulation de percolation au point critique p = pc à gauche, zoom ⇥10 à droite. “FK-Ising model
(Fortuin-Kasteleyn)” aussi connu comme “random-cluster model”.

Définition Une fonction f est dite invariante d’échelle dès lors qu’il existe une fonction g telle que:

8x, y

f(x)

f(y)
= g

✓
x

y

◆
. (11)

16. Démontrer qu’une fonction f est invariante d’échelle si et seulement si il s’agit d’une fonction puissance.

Pour la suite de cette partie, on se place dans le cas particulier du réseau de Bethe de coordinence z = 3.

17. Montrer que la densité des amas de masse s s’écrit:

n(s) = gs p

s(1 � p)s+2
, (12)

où gs est une facteur de dégénérescence dont on donnera le sens.

18. On note nc(s) ⇠ s

�⌧ la densité des amas de masse s au point critique (⌧ est appelé exposant de Fisher).
Donner le comportement de gs en fonction de s, pc et ⌧ .

19. Montrer qu’au voisinage du point critique et aux grands s on a:

n(s) ⇠ s

�⌧
e

�4(p�pc)
2s

. (13)

20. Tracer n(s) au voisinage du point critique et déterminer la masse caractéristique des plus grands amas.

21. Déterminer l’exposant ⌧ . On pourra chercher à recalculer M de la manière suggérée à la question 6.

VI Jeux de fourmis

On s’intéresse à la di↵usion de fourmis dans un réseau désordonné. A chaque pas de temps t, la fourmi choisit
l’un des sites plus proches voisins. Si le site est occupé (autorisé) alors elle y va, si le site est inoccupé (interdit)
alors elle reste là ou elle est jusqu’au pas de temps suivant. Ce processus est répété de nombreuses fois, puis
moyenné sur un grand nombre de fourmis et sur un grand nombre de réseaux. Les interactions fourmi-fourmi
sont négligées.



On cherche à déterminer la distance moyenne R parcourue par une fourmi en fonction du temps. On note
R ⇠ t

k. Pour k = 1/2 on parle de di↵usion normale, alors que pour k 6= 1/2 on parle de di↵usion anormale.

22. A votre avis, quel type de di↵usion a t’on pour p < pc ? pour p � pc ? et pour p = pc ?

On note Pi(t) la probabilité conditionnelle que la fourmi se trouve au site i à l’instant t sachant que P0(0) = 1.
On note �ij la probabilité que la fourmis saute du site i au site j en un pas de temps.

23. Etablir la loi de propagation de Pi(t) ou encore equation maitresse:

Pi(t + 1) � Pi(t) =
X

j|hi,ji

⇥
�jiPj(t) � �ijPi(t)

⇤
. (14)

24. Que vaut �ij pour une fourmi ivrogne (ou aveugle) ? et pour une fourmi sobre ? On note z la coordinence
du réseau et zj le nombre de plus proches voisins occupés du site j.

25. Argumenter que dans un amas fini, on finit par atteindre un état stationnaire pour lequel Pi(t) ne dépend
plus du temps.

Pour p < pc proche du seuil de percolation et aux temps longs, on peut montrer que R est indépendant du temps
et se comporte comme R ⇠ (pc � p)�/2�⌫ . Par ailleurs, pour p > pc on a aux temps longs R

2 ⇠ Dt (di↵usion
normale). Enfin, proche du seuil de percolation, la di↵usivité se comporte comme D ⇠ (p � pc)

µ.

Afin de déterminer la loi de di↵usion au seuil de percolation, on pose R = t

k
f [(p � pc)t

m].

26. Montrer que fp>pc [z] ⇠ z

µ/2, et que fp<pc [z] ⇠ (�z)�k/m.

27. En déduire qu’au seuil de percolation p = pc, la loi de di↵usion est donnée par:

R ⇠ t

(⌫��/2)/(2⌫+µ��)
. (15)

28. En dimension 2, des méthodes analytiques avancées permmettent de déterminer � = 5/36, ⌫ = 4/3, et des
simulations numériques donnent µ/⌫ ' 0.975. Conclure sur le type de di↵usion.

Figure 5: Marche aléatoire sur ⇡. 105 pas de temps.
















